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BAREM DE EVALUARE SI NOTARE

Problema 1
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Jé-(ﬁ+ﬁ)+Jl_s-(J§+J§)+"'+M-(\/2n+1w2n—1)

numar natural nenul n.

a) Aratati cd numarul A= este natural.

1 :
< —, pentru orice

b) Demonstrati ca

OBS. Orice alta solutie corectd, diferita de cea din barem, se puncteazd corespunzdtor !!!

SOLUTIE / BAREM Punctaj
a) Rationalizand fiecare fractie, obtinem succesiv:
A VBN BB NT-NE 72005203 2p
2 2 2 2
=*/m_ﬁ=45_1=226N. 2p
2 2
b) Transformand termenul general al sumei vom avea, pentru fiecare k :1;_n :
1 A2k +1-+42k -1 _;( 11 ) 2p
VaK? —1-(V2k+1+2k=1)  2|f(2k+1)(2k-1) 2\V2k-1 V2k+1)

Sumand egalitatile de tipul anterior se obtine ca membrul stang al inegalitatii de demonstrat este egal
1 1 1 1 1 N
cu E( J = —(1— —] .Concluzia rezultd acum imediat. lp

21-1 Jon+1) 200 Yan+t
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Problema 2

Tn tetraedrul ABCD muchiile opuse sunt congruente, doua cate dou.

a) Demonstrati ca ariile celor patru fete ale tetraedrului sunt egale.
b) Aritati ¢ m(<t ABD)+m(<tCBD)+m(<t ABC)=180".

C) Daca, in plus, AD | BC, atunci aratati ca AD L ( BCM ) , punctul M fiind mijlocul laturii AD.

OBS. Orice alta solutie corecta, diferita de cea din barem, se puncteaza corespunzator 1!

SOLUTIE / BAREM ] Punctaj
a) Avem AB=CD, BC=DA si DB=AC, deci i
AABC=ACDA=ADCB=ABAD (L.L.L.). Prin urmare 2p
M
Ansc = Acoa = Pocs = Psno-
b) Din congruenta de la punctul anterior rezulta 1p
< ABD =< BAC si <CBD=<BCA. A c
Deci m(<t ABD)+m(<CBD)+m(<t ABC)= 1p
=m(<1 BAC)+m(<I BCA)+m(<I ABC)=180”. °

Fie DE L(ABC), cu E€(ABC) si EF LBC, Fe(BC). cum BC < (ABC), din
Teorema celor 3 perpendiculare, rezulta DF L BC . Cum BC L AD si BC L DF , deducem 1p
ca BC L (ADF ), de unde obtinem BC L AF . Prin urmare punctele A, E si F sunt coliniare.

Deci AF si DF sunt naltimi in triunghiurile congruente ABC si DCB si pleaca din varfurile
congruente A si respectiv D, asadar sunt congruente. Rezulta (AF) = ( DF ), adica triunghiul
2p

ADF este isoscel si, prin urmare, FM este si mediana si indltime in triunghiul ADF.
Asadar AD L MF, AD L BC, de unde concluzionim ca AD L (BI\/IC) .

‘ SOLUTIE ALTERNATIVA pentru punctul ¢)

Daca N este mijlocul muchiei [BC] , vom arata cd MN este perpendiculara comund a dreptelor
AD si BC. Din A BAD =A CDA rezulta ca medianele din varfurile respectiv congruente B si
C vor fi congruente, deci BM =CM si cum N este mijlocul lui [BC] deducem cd
MN L BC . Analog se arata ca NM L AD.

Asadar relatia AD L BC plus NM L AD conduc la AD L (BC;MN)=(BCM );analog,

din AD L BC si MN L BC, deducem ca BC L (AND) , ca posibila cerinta suplimentara.

3p
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Problema 3

Se considera cubul ABCDA'B'C'D’, centrul O al fetei ABCD, iar punctele M si N sunt mijloacele muchiilor AB,
respectiv BC. Aratati ca:

a) dreptele D'B, A’'N, C'M si B'O sunt concurente;
b) patrulaterul MNC'A’ are diagonalele perpendiculare.

S.G.M. nr.10/2023

OBS. Orice alta solutie corecta, diferita de cea din barem, se puncteaza corespunzator !!!

SOLUTIE / BAREM Punctaj

a) MN este I.m. n triunghiul ABC, deci MN || AC si 2MN = AC si
cum AC|AC' si (AC)=(AC') rezulti MN|AC' si
2MN = A'C’. Prinurmare A'N si C'M sunt coplanare, iar dacd
{S}=ANNC'M, din aseminarea triunghiurilor MNS si

C'A'S  deducem cd raportul de asemdnare  este

MS NS _ MN 1 W
SC' SAT AC' 2

2p

Similar ON este L.m. in triunghiul ABC, deci ON| AB si 20N =AB si cum AB|AB’ si
(AB)=(AB') rezulta ON || A'B’ si 20N = A'B'.
Deci A'N si B'O sunt coplanare, iar daca {S'}:A'NF\B'O, din ANOS’'~A A'B'S" deducem
O’ _NS'_NO 1 2 2P
SB" SA AB 2

.MS NS OS 1

Din (1) si (2) rezultd S =S’ adica AN NC'M NB'O ={S} si = —=—— ==, (3)
SC’ SA” SB’ 2

BS” 0OS” BO

S”DI S"B' D'BV 1 p

(3) rezulta ca S=S" i M—S=NS=OS =B—S=l , 4)
SC' SA” SB' SD' 2

de unde concluzionim ca AN "C'M "nB'OND'B = {S} .

asemidnarea triunghiurilor BOS” si D'B'S", deducem ca

Analog BO| B'D' si 2BO=B'D’ , deci BO si B'D’ sunt coplanare, iar dacd {S"}=BD'"B'O, din
% . De aici si din relatia

Vom arita ca lungimile laturilor triunghiului A’'MS sunt numere pitagorice. Daca | este lungimea muchiei
2 2

cubului, din triunghiul dreptunghic AA'M obtinem A'M° =%; avem si AN? =%, din triunghiul

dreptunghic ANB, deci rezultd A'N :%I si cum SN =% obtinem A’S =§A’N =1. 2p

!

1

2 2
Analog SM =%C'M =§A'N - 1~ _ Sl

.Infinal A'S*+SM? =1I? +Z_T: A'M? asadar AN L C'M .

!
2
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Problema 4

Determinati numerele reale pozitive X,y si z astfel incat sa aiba loc simultan relatiile:
X+y+z=3

xz(x2+y2)+ yz(yz+22)+22(22+x2)=6xyz'

OBS. Orice alta solutie corectd, diferita de cea din barem, se puncteazd corespunzdtor !!!

SOLUTIE / BAREM Punctaj
Folosind prima relatie, cea de-a doua ecuatie devine succesiv:
2(y2 , 2 202 52\, 52(52 2\ _
x(x +y )+y (y +2 )+z (z +X )—2xyz(x+y+z)® 3p
2 2 2
(x*—yz) +(y*—2x) +(2* —xy) =0.
X =vyz
De aici rezulta ca y2 = zX. Insumand aceste relatii obtinem X2 + y2 +7% = XY + Yz + zx , adica 1p
2% = xy
1 2 2 2 B
E[(X_y) +(y—z) +(Z—X) :|:O, de unde deducemca X=y=12. 2p
Folosind acum prima ecuatie concluzionaimca X =y =2 =1. 1p
SOLUTIE ALTERNATIVA
2
Din a doua relatie obtinem succesiv: (x2 +y? + 22) =6Xyz + (xy)2 +( yz)2 + (zx)2 =
2
X+y+2| —2(xy+yz+12x) =6xyz+(xy+yz+zx)2 —2XyZ| X+y+27 | Sp
=3 =3
[9-2(xy+yz+ zx)]2 = (xy+yz+2x)’ < Xy +yz+2x=3.
2
(x+y+2) , _ ,
Deoarece avem Xy + Yz + zX < ~————— =3, cu egalitate daca si numai daca X=Yy =12, (1)
2

sicum X+Y+2Z=Xy+YyzZ+2X=23, rezulta de aici ca trebuie s3 avem egalitate in inegalitatea (1), ceea ce P
conduce la X=Yy =2, si, cum suma lor e 3, concluzionamca X=Yy =2 =1.
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